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БІЛЬШ КОЛИВАННЯ ДИСКА КРУГЛОЇ ПИЛКИ

Методом Бубнова-Гальоркіна розв'язане нелінійне диференціальне рівняння вільних 
поперечних коливань круглої пилки з урахуванням її обертання. Диск круглої пилки змодельований 
кільцевою пластиною, зовнішній контур якої вільний, а внутрішній — пружно закріплений. 
Визначено частоту вільних коливань круглої пилки. Установлено залежність частоти вільта 
коливань круглої пилки від її кутової швидкості та жорсткості закріплення внутрішнього 
контуру.

Ключові слова: кругла пилка, вільні коливання, кільцева пластина, пружне закріплення 
контуру.

Одним зі способів ділення деревини є її розпилювання на круглопилкових верстатах. Кругла пилка 
на такому верстаті — багатолезовий інструмент, який обертається з достатньо великою кутовою 
швидкістю. Не зрівноваженість круглої пилки та обертових деталей механізму., різання, радіальні та 
осьові коливання пилкового вала спричиняють поперечні коливання диска круглої пилки. Унаслідок 
поперечних коливань пилкового диска може збільшуватись ширина пропилу, знижуватись його якість, 
через це збільшуються відходи деревини в трачиння. Окрім цього, коли частота вільних поперечних 
коливань пилкового диска збігається з частотою його обертання, може настати резонанс і кругла пилка 
втратить працездатний стан [1, 2]. Тому частота вільних коливань диска круглої пилки є важливим 
параметром для оцінювання її вібраційних властивостей.

Щоб дослідити вільні коливання, диск круглої пилки моделюємо кільцевою пластиною (рисунок 
1), зовнішній контур якої вільний, а внутрішній -  пружно закріплений. ^
Така модель закріплення внутрішнього контура пилкового диска і-------- !—
найліпше відповідає реальному кріпленню контура планшайбою з І^гі
гумовими прокладками. Унаслідок обертання від дії відцентрових сил в ---------- ^ — | -----
диску пилки виникають напруження розтягу. Ці напруження в
пилковому диску враховуємо радіальною силою, яка розтягає його Рисунок 1 -  Розрахункова схема 
серединну площину. Диференціальне рівняння вільних поперечних круглої гшлки
коливань пилкового диска в полярних координатах г, 0 має вигляд [3]:

6?уі>
О А Л м '-А Г (г)Л и '+  т — — -  0 , (1 )

д Ґ

МЕХАНІКА, ЕНЕРГЕТИКА, ЕКОЛОГІЯ________________________________________________ 75

, п ч і  а  і д2де прогин пилкового диска; Д = —- + ----- +— — -  -  оператор Лапласа в полярних
дг г дг г  60

2^3
координатах; О = —:----- -г- -  циліндрична жорсткість пилкового диска; Е,\і -  модуль Юнга та

12(1- ц 2)
коефіцієнт Пуассона матеріалу пилкового диска; А -  товщина пилкового диска; т = р к -  маса одиниці 
площі диска; р -  густина матеріалу; И{г) -  радіальна сила. Ця сила змінюється вздовж радіуса 
пилкового диска та залежить від кутової швидкості його обертання. Згідно з [4, 5], радіальну силу на 
одиницю довжини кола з радіусом г  на пилковому диску запишемо так:

М(г) = а(г) • к , (2)

. . З + (X 2 де ст(г) = —-£рсо
о г

радіальне напруження в диску круглої пилки від дії

відцентрових сил; ю -  кутова швидкість обертання круглої пилки; і?, -  зовнішній радіус пилкового диска 
(без зубчастого вінця); і?2 -  внутрішній радіус пилкового диска, який дорівнює зовнішньому радіусу 
затискних фланців.
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Граничні умови, за яких розв'язуватимемо диференціального рівняння (1), сформулюємо з 
урахуванням способу закріплюванім круглої пилки у механізмі різання круглопилкового верстат 
Оскільки метою цієї роботи є досліджування вільних коливань, коли частина зовнішнього контура 
пилкового диску не розміщена в колоді, яку розпилюють, то зовнішній контур пилкового диска 
вважатимемо вільним. Внутрішній контур пилкового диска затискають фланцями. Деколи між фланцями 
та диском круглої пилки розмішують гумові прокладки. У будь-якому разі внутрішній контур пилкового 
диска матиме певну податливість у напрямі, перпендикулярному до площини диска. Тому внутрішній 
контур диска круглої пилки вважатимемо пружно закріпленим. З урахуванням цього, граничні умови для 
розв’язування диференціального рівняння (1) будуть такими: на вільному зовнішньому контурі 
пилкового диска, коли г  = й ,, зведена поперечна сила <2'г та згинальний момент Мг дорівнюють нулеві:

Мг = -£> д2
дг

-+ц 1 дм 1 З2™-------+■
г дг г2 0Є2

=  0;

0 *= —  -
10 2™ 
г дг2

(3)
1 д\\> 

г2 дг г д Г  Г дгдв.2 ,-
=  0 .

На внутрішньому контурі пилкового диску, коли г = Я2 , граничні умови мають вигляд:

д*+сп> = 0; М г = 0, (4)

де с -  коефіцієнт лінійної жорсткості закріплення внутрішнього контура пилкового диска.
Нелінійне диференціальне рівняння (1) розв'язуємо наближеним методом Бубнова-Гальоркіна. 

Вираз для прогину пилкового диска запишемо так:
\ф-,в,і) = Пг(г,в)а0 соь((о0і-<р0) ,  (5)

де Ш(г,в) -  функція власних форм коливань пилкового диска; а0 -  амплітуда коливань пилкового .диска; 
ш0 -  частота його вільних коливань; еро -  початкова фаза коливань.

Підставивши (5) в (1), отримаємо диференціальне рівняння для власних форм коливань:

£)ДЛГ(г,6) -  Щг)АЩг,<д) -  тю |Г(г,0) = 0. (6)
Функцію власних форм коливань задамо у вигляді:

1¥(г,Щ = сщ+1т1, ■ (7)

де а, Ь -  невідомі сталі (варіаційні параметри), н’2-  функції, які залежать від кількості вузлових 
діаметрів X. Ці функції задаємо у вигляді:

щ  = (І + А\Г + Л2г2 + А3г3 + Л4г4) віп кв;
(8)

м>2 =(1+52г2 + ̂ г 3 + В4И  + В5г5) біп Х0.

де коефіцієнти Ль ...,А4, В2,..;В5 вибираємо так, щоб виконувались граничні умови (3), (4) на 
зовнішньому та внутрішньому контурах пилкового диску. Тоді отримуємо вираз для функції (7), який 
після підставляння в рівняння (6) та інтегрування матиме вигляд:

А 2%
|  |[/ )Л Д Ж (/ % Є )- М(г)Ш{г,Щ-т<^(г,&)^]¥гсІгі<д =  0 .

% 0
Унаслідок незалежності варіацій 5а та 8Ь варіаційних параметрів а,Ь  множники біля них мають 

дорівнювати нулеві. Тоді отримаємо систему лінійних рівнянь відносно а та Ь:

К ха + К2Ь = 0;
К  3Й -‘г К ф  = 0,

А 2%

(9)

де Щ = |  І  (г,0 )-  (г,6 ) - 0)^гаг</8 = 0 ;
Я2 0 
Я,2ж

К2 — І  ||^£)ДАм'2(г,8)-//(г)Ди’2(г,0)-ш(ао^2(г,в)^?-^г^0 = О;

І
МЕХАН

к , =

к 4 =

За
вільнихі.

Оі
середови 
диска та 
диска та 
залежнос 
швидкос

диска — і 

Товщина 

жорстко«

коливані
швидкос

©о,
220

? - н
жорстко

обертані

1 частота

1
коливані

і?'

;
х>
1.

пилково
Методо»
пилково
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Я] 2я
К3 = I  I  ĵ jDAAwj (г, 0) -  N(r)Awx (г, 0) -  wojgwi (г, 0)Jw2«/r<r/0 = 0; 

л2 0
^  2ті

ЛГ4 = I  I  ̂ Z)AAw2 (r, Q)-N(r)Aw2 (r,Q)~ maify w2 (r, Q)}\v2rdrde = 0 .
R2 0

За умови, коли визначник системи (9) дорівнює нулю: Щ -К ^ ~ К 2 -К^ = 0 — визначаємо частоту 
вільних коливань пилкового диска.

Описаний алгоритм розв’язування нелінійного диференціального рівняння реалізовано в 
середовищі Maple 5. Розв'язавши рівняння, отримали значення частоти власних коливань пилкового 
диска та дослідили залежність частоти власних коливань від кутової швидкості обертання пилкового 
диска та коефіцієнта жорсткості закріплення внутрішнього контуру диска. На рисунке 2 наведено графік 
залежності частоти ш0 вільних коливань з одним вузловим діаметром (Х= 1) круглої пилки від кутової 
швидкості со обертання пилкового вала. Під час обчислювання параметри були такі: матеріал пилкового

диска -  сталь з модулем Юнга Е = 2,1-Ю11 П а, коефіцієнтом Пуассона ц=0,3, густиною р = 7850—  .
м

Товщина диска -  h = 2,2 мм, зовнішній радіус -  Ry = 250мм, внутрішній R2 = 62,5мм , коефіцієнт
з Нжорсткості закріплення внутрішнього контуру ** с = 1,67 10 —  .Як  видно з рисунка 2, під час вільних

м _
коливань диска пилки з одним вузловим діаметром, її частота нелінійно зростає зі збільшенням кутової 
швидкості обертання пилкового вала.

(0

Рисунок 2 -  Залежність частоти 
вільних коливань круглої пилки від 

кутової швидкості обертання 
пилкового вала

1SZ ■ *
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Рисунок 3 -  Залежність частоти вільних 
коливань круглої пилки від жорсткості 

закріплення внутрішнього контура

На рисунку 3 показано залежність частоти со0 вільних коливань круглої пилки від коефіцієнта с 
жорсткості закріплення внутрішнього контура затискними фланцями. Обчислення виконані за частоти

обертання пилкового вала п = 750— . Зі збільшенням жорсткості закріплення внутрішнього контуру
хв

частота вільних коливань пияки зростає та асимптотично прямує до значення, яке відповідає частоті 
коливань у разі жорсткого защемлення внутрішнього контура.

Висновки
1. Розроблено динамічну модель вільних коливань круглої пилки, що враховує обертання 

пилкового вала та жорсткість закріплення внутрішнього контура пилкового диска затискними фланцями. 
Методом Бубнова-Гальоркіна розв'язано нелінійне диференціальне рівняння згинальних коливань 
пилкового диска як кільцевої пластини.
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2. Установлено залежності частоти вільних коливань круглої пилки від частоти обертання 
пилкового вала та жорсткості закріплення внутрішнього контура пилки.

3. На підставі розробленої динамічної моделі можна визначити найраціональніші геометричні 
параметри та умови кріплення внутрішнього контура пилкового диска для того, щоб забезпечити його 
динамічну стійкість за певної частоти обертання пилкового вала.

Подальші дослідження пов'язані з визначенням пружно деформованого стану пилки в процесі 
різання дерева.

М.: Лесная промыш- 

М.: Лесная
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Дзюба Л.Ф., Меньшикова О.В., Ребезшок И.Т. Свободные колебания диска круглой пилы
Методом Бубнова-Галёркина решено дифференциальное уравнение поперечных колебаний 

круглой пилы с учетом её вращения. Диск круглой пилы смоделирован кольцевой пластиной, внешний 
контур которой свободен, а внутренний — упруго закреплен. Определена частота свободных колебаний 
круглой пилы. Получены зависимости частоты свободных колебаний круглой пилы от её угловой 
скорости и жёсткости крепления внутреннего контура.

Ключевые слова: круглая пила, свободные колебания, кольцевая пластина, упругое крепление 
контура.

Dzjuba L.F., Menshikova O.V., Rebeznjuk I.T. Free vibrations of circular blade disk
In this article we have solved nonlinear differential equation of free transverse vibrations of circular saws 

including its rotation with Bubnov-Galerkin method. Disk of circular saw is modeled with circular plate, the 
outer contour of this plate is free and internal -  elastically fixed. In this article the frequency of free vibrations of 
circular saw has also been determined. We have also established the dependence of the frequency of circular 
saw’s free vibrations from its angular velocity and rigidity of fixing the internal circuit 

Keywords: circular saw, free vibrations, ring plate, the elastic fixing contour.

вращения;
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