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Як видно з діаграми, розподіл самооцінок характеризується кривою 

Гаусса. Це свідчить про те, що сьогодні навчання з теорії ймовірностей і ма

тематичної статистики, мало задовольняє молодь, а деяка частина студентів 

вважає її навіть зайвою. Крім того, відсутність розуміння й усвідомлення сту

дентами значущості прикладного аспекту ймовірнісно-статистичних методів в 

майбутній професійній діяльності викликає труднощі під час навчання теорії 

ймовірностей і математичної статистики не тільки специфікою навчальної 

дисципліни як науки.

Вважаємо, що отримані результати дослідження мають стати складовою 

в процесі вдосконалення педагогічних технологій навчання теорії ймовірностей

і математичної статистики менеджерами-економістами у вищих аграрних нав

чальних закладах, яка закладає підґрунтя для успішного засвоєння дисциплін 

економічного циклу.

Про групу Галуа алгебраїчного рівняння

Карабин О. О., Чмир О. Ю., Меншикова О. В 
Львівський державний університет безпеки життєдіяльності

Норвезький математик Н. Абель з’ясував неможливість розв’язання в радикалах 
рівняння вище четвертого степеня. Він довів, що не існує універсальної формули подання 
коренів рівняння п’ятого і вищих степенів через його коефіцієнти за допомогою скінченного 
числа алгебраїчних дій. З праць Абеля, проте, не випливало, що зовсім не існує окремих 
рівнянь п’ятого, шостого і вищих степенів, які розв’язуються в радикалах. Отже, пошук 
критерію розв’язуваності рівняння в радикалах тривав. Успішно завершив його у першій 
половині XIX ст. геніальний французький математик Е. Гапуа.

В основу своєї теорії Галуа поклав поняття групи. Нехай нам дано множину О’ з 
деякою бінарною на ній операцією, яку будемо називати множенням. Тоді С називається 
групою, якщо виконуються такі умови:

а) множення підлягає асоціативному закону: (а®Ь)<&є -  а ® (Ь® с) для будь-яких 
елементів а, Ь, с із С;

б) у С  існує принаймні один такий елемент е, що е ® а  = а<8>е для всякого а е С . 
Елемент е називається одиничним, або одиницею групи О;

в) для будь-якого елемента а е С  існує принаймні одні: такий елемент о” 1 є  6 ', що 
а ® а -1 = а -1 ® а = є . Цей елемент називається оберненим до елемента а.

Трапляється, що деяка підмножина Н  сукупності елементів групи С  в свою чергу 
становить групу. Тоді Н  називається підгрупою групи Є. Підгрупою групи <7 можна вважати 
саму групу Є  і групу Е, яку утворює лише одиничний елемент групи С. Ці групи 
називаються тривіальними.
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Нехай Я  є нетривіальною підгрупою скінченої групи G. Візьмемо який-небудь 
елемент а групи G і утворимо всі добутки a h , де h e  Я . Позначимо сукупність таких 
добутків через а Н . Очевидно, що Я  і аН мають однакове число елементів, бо з умови 
a/!i=<3/!2 ; /і| , І>2 є  Я  випливає, що /; \= h 2 (аЛ] - a h 2 ,a~^ah\~a~lah2, сіц = eh2 , Л| = Л2 ). 
Взявши інший елемент И| є  G , дістанемо ще одну сукупність а1Н . Виявляється, що 
сукупності аН  і atH  або збігаються, або не мають жодного спільного елемента: якщо 

aÄ = a tA|, де ЛЛ| є  Я  , то Л |=аА/і|_ І, Я |Я  = a h h ^H  — a(hh[lH ) = a H ,  бо /iAf1 є  Я . 
Сукупність а / /  називається лівим суміжним класом за підгрупою Я, що породжується 
елементом а. Очевидно, cava підгрупа Н  буде суміжним класом, який породжується 
одиничним елементом групи G або іншим елементом, який належить підгрупі Н. Через те, 
що кожен елемент групи G  може належати тільки одному лівому суміжному класу, то всі 
різні ліві суміжні класи поділяють елементи групи на частини, у кожній з яких т елементів, V 
якщо порядок групи дорівнює т. Число всіх різних можливих лівих суміжних класів /  
позначимо s і називатимемо індексом підгрупи Н відносно G. Якщо порядок групи G 
дорівнює п, то можемо записати п= sm. Отже, порядок підгрупи скінченної групи є  дільником 
порядку групи. Це твердження в теорії груп називають теоремою Лагранжа.

Можна розглядати також і праві суміжні класи На за підгрупою Я , які породжуються 
елементами а групи G, і переконатися, що їх число дорівнює числу лівих суміжних класів.
Праві та ліві суміжні класи за Я, що породжуються елементом а групи G , не завжди 
збігаються, бо бінарна групова операція, взагалі кажучи, не є комутативною. Якщо для двох 
елементів а. Ь групи G виконується співвідношення ab = Ьа, то елементи а, Ь називаються 
комутативними. Якщо всі елементи групи будуть комутативними, саму групу називають 
комутативною, або абелевою.

Найважливішою серед підгруп групи G є так звана інваріантна підгрупа, або 
нормальний дільник групи G. Так називають підгрупу, для якої а Н -Н а ,  тобто лівий і правий 
суміжні класи, що породжені довільним елементом а групи G, збігаються.

Очевидно, що в комутативній групі будь-яка її підгрупа буде нормальним дільником, а 
найпростішими прикладами нормапьних дільників будь-якої групи G будуть одинична група 
Е і сама група G. Якщо і інших нормальних дільників група G не має, то вона називається 
простою групою.

Нехай Н -  нормальний дільник групи G. Тоді сукупність лівих (і правих) суміжних 
класів за Н  буде утворювати групу. Щоб в цьому переконатись, спочатку нагадаємо, що 
ІіН=Н, якщо h є Н  . Через НН  позначимо сукупність hH, коли за h беруться всі елементи Н.
Отже, НН = Я. Покладемо це співвідношення в основу означення бінарної операції на 
множині всіх лівих суміжних класів. Візьмемо два суміжні класи atH , агН . Добуток їх 
<2]Я  а2Н =а\агН Н , бо a |,a 2 € G  і На2 = а2Н  . Крім того а^Н а2Н  =аіа2Н , де ata2 - 
деякий елемент а3 групи G. Отже, добуток суміжних класів с також суміжним класом. 
Одиничним елементом буде сам нормальний дільник Н, а за обернений елемент до а\Н

приймаємо а~1Н  . Асоціативний закон має місце: (аНЬН)сН~аН(ЬН сН), бо кожний з цих 
добутків дорівнює аЬс-Н. Група лівих (і правих) суміжних класів, на які ділиться група G за 
її нормальним дільником Н, називається додатковою до Н групою і позначається через 
G і і !  . Порядок додаткової групи дорівнює індексу Н eG .

Максимальним нормальніш дільником Н групи G є такий нормальний дільник, який не 
входить до складу жодного іншого нормального дільника групи G, відмінного від неї самої.
Те, що Я  є максимальним нормальним дільником G записують так G гз Я  .

Композиційним рядом скінченої групи G називається така послідовність її підгруп, 
яка починається з G і закінчується одиничною групою, причому кожний член цієї 
послідовності с максимальним нормальним дільником попередньою члена.
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Отже, якщо
G D W 3 ^ D i D . . . D 7 ’ D £  

є  композиційним рядом групи G, то Н є максимальним нормальним дільником G. К  — 
максимальним нормальним дільником Н, L — максимальним нормальним дільником К, .... Е  — 
одиничною групою.

Індекси Н  в G, К  в Н, L в К, Е  в Т  (порядки додаткових груп G / Н , И / К , ..., 
T I E )  називаються індексами композиційного ряду групи G. Якщо всі індекси 
композиційного ряду групи G  є простими числами, то G  називається розв 'язуваною групою. 
В іншому випадку кажуть, що група є нерозв 'язуваною.

Група G  може мати кілька різних максимальних дільників, а тому і не один 
композиційний ряд. Проте, коли принаймні за одним із них встановлюється розв’язуваність 
групи, то і всі інші матимуть таку ж властивість.

Розглянемо рівняння и-го степеня:
х" +аІхп~І + ... + ап = 0 ,

Коефіцієнти якого вважаються заданими. Сукупність чисел, які можна дістати з його 
коефіцієнтів за допомогою дій додавання, віднімання, множення і ділення, називають 
основним полем, або областю раціональності рівняння. Позначимо її через Р. Якщо, 
наприклад, коефіцієнти будуть комплексними, то областю раціональності буде множина 
комплексних чисел, якщо ж коефіцієнти будуть раціональними, то Р  є множиною 
раціональних чисел.

Нехай х і ,х 2, . . . ,х п будуть коренями даного рівняння. Сукупність чисел, які можна 
утворити з цих коренів за допомогою дій додавання, віднімання, множення і ділення, 
позначимо через К  і називатимемо полем розкладу рівняння. Так, полем розкладу рівняння 
jr2 +1 = 0 буде сукупність комплексних чисел.

Оскільки коефіцієнти рівняння виражаються через його корені за допомогою дій 
додавання і множення (формули Вієта, а0 = 1), то поле розкладу містить в собі область 
раціональності, або ці дві множини співпадають.

Вважаючи, що корені даного нам рівняння є різними, візьмемо будь-яку підстановку з 
його коренів, наприклад:

[  *1 *2 -  хп '
J  =

Х„ Л„ ... х„
V а І а 2 а я  /

Ця підстановка корінь замінює коренем ха^, корінь х2 -  коренем ха } , . .. ,  корінь х„ -  

коренем х 0 " . Під час здійснення таких замін, що визначаються підстановкою j , л і в і  частини

формул Вієта, як неважко переконатись, не змінюють свого значення. Цю властивість 
словами виражають так: підстановка s коефіцієнти рівняння залишає незмінними. Її має 
кожна підстановка л-го степеня з коренів рівняння. Між коренями рівняння можуть існувати 
деякі залежності, що визначаються співвідношеннями виду F ( х1,х 2,...,х„ ) = 0 , де 
F (х і ,х 2>...,х „ ) -  цілий раціональний вираз, коефіцієнти якого належать області раціо
нальності Р  (його складено з коренів рівняння та чисел із множини Р  за допомогою 
скінченних операцій додавання, віднімання та множення).

Прикладами цілих раціональних співвідношень між коренями , л_2 ,*з рівняння

-Vі + х2 + х + І = 0 ( jc,,л'2 , -відмінні  від 1 корені рівняння л4 -1  = 0 ) будуть:

*1 + х2 + *3 + *= 0 ;  *1*2 + л і*з + *2*3 _ 1 = 0 ; -*‘[*2*3 +1 = 0 (отримані на основі формул Вієта),

Хі ~ х 2 = 0  (бо = c o s ~  + i s i n ^ ) ;  X) - х 2 = 0  (бо = д-j*, x tx^ -1  = 0 ) і т.д.
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Розглянемо множину М усіх цілих раціональних співвідношень г(Л| , л2 ) = 0 
між коренями х \,х 2, . . . ,х п рівняння та сукупність С  таких підстановок п - го степеня з 
коренів , кожна з яких або зовсім не змінює співвідношення г(х1,х 2,...,х„ ) = 0
або переводить його в інше співвідношення г[(хх,х 2, . . . ,х п) = 0 . Отже, підстановка .і не 
належатиме до в ,  якщо принаймні одне із співвідношень г(л'[ , л2, . . лл) = 0 вона переводить 
у  співвідношення г2 (*], х2 , . . . ,  х„) Ф 0 .

Переконаємось, що <7 є групою. За бінарну операцію на множині С  візьмемо 
множення підстановок. Якщо підстановка 5 співвідношення г(хІ,х2,...,х„ ) = 0  переводить у
співвідношення г1(хі ,х 2, . . . ,х п) = 0 ,  а підстановка І співвідношення (лГ|,дг2____л:„) = 0
переводить у співвідношення г2(хІ,х 2,...,х„ ) = 0 , то іГ переводить г(х1,х 2, . . . ,х п) = 0  у 
г2(х і,х2,...,х„ )  = 0 . Тому і /  є елементом в .  Одинична підстановка належить до 6 і, бо кожне 
із співвідношень г (х і,х 2,...,х„ ) = 0  вона залишає незмінним. Якщо л належить до О, то й

обернена підстановка і -1 теж буде елементом О. Отже, сукупність С  є групою.
Групу С  називають групою Галуа даного рівняння.
Побудуємо, наприклад групу Галуа для квадратного рівняння х 2 + рх + д ~  0 з 

раціональними коефіцієнтами, що має два різні ірраціональні корені хі,х 2 . Кожне ціле 
раціональне співвідношення між коренями х ІУх2 можна записати у вигляді 

ах1 +Ьх2 +сх1х 2 +сІ = 0 , бо, наприклад, х\ -  ~р*\ -  Я , тобто всякий степінь кореня можна 
знизити до 1 за допомогою рівняння (а, Ь, с, <1 -  раціональні числа). Оскільки Х)Х2 = <?,

х2 = - р - х і ,  то (а-Ь)Х) +сд + <1-Ьр = 0 і а= Ь  (якщо аФЬ,  то хі = — —- —— -
а - Ь

раціональне число). Отже, всякому раціональному співвідношенню між х1,х 2 можна надати 
вигляду а(х1 + х2) + ся + с/ = 0 . Будь-яке з таких співвідношень не змінюється при кожній з 
підстановок із коренів х{,х 2 другого степеня. Тому симетрична група 52 буде групою Галуа 
розглядуваного рівняння.

Скласти групу Гапуа для будь-якого рівняння, не розв’язуючи його, є досить 
складною задачею. Лише в окремих випадках вона розв'язується порівняно просто. Так, 
можна переконатись, що групою Галуа загального зведеного ачгебраічного рівняння п -  го 
степеня буде сішетрична група перестановок 5 „ . Можна вказати також і на рівняння з 
числовими коефіцієнтами, для яких групою Галуа буде симетрична група. Взагалі, рівняння 
простого степеня п (п -  просте число) з раціональними коефіцієнтами мас групу Галуа 5’„ , 
якиїо його ліва частина не розкладається на множники з раціональними коефіцієнтами й 
існує лише одна пара комплексних коренів.

Поняття групи Галуа в теорії алгебраїчних рівнянь має численні застосування, 
оскільки розв 'язуваність групи Галуа деякого рівняння є  необхідною і достатньою умовою  
для того, щоб це рівняння розв'язувалось в радикалах. Це твердження повністю узгоджується 
з нашими відомостями про можливість розв’язати в радикалах рівняння другого, третього та 
четвертого степенів. Групи Галуа загальних зведених рівнянь цих степенів -  відповідно 
симетричні розв'язувані групи 52, 5 - , , .  До рівнянь, які не розв'язуються в радикалах 
належать загальні зведені рівняння п -  го степеня ( п > 5), бо їхня група Галуа А’„ ( л > 5 )  є

нерозв’язуваною. Розглянемо рівняння Xі -  4х -  2 -  0 . Воно має три дійсні корені. 
Відокремлюючими проміжками будуть [-2 ,-1 ], [-1 ,0], [1,2]. Ще два його корені є 
комплексними. Коефіцієнти лівої частини, крім старшого, діляться на просте число 2, але
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вільний член не ділиться на 22 . Отже, група Галуа цього рівняння є симетричною групою 
і рівняння не розв'язується в радикалах. Не розв’язуються в радикалах, зокрема і

рівняння х 5 - 49д--  7 = 0 ,  х 5 -2 5 л - - 7  = 0 .
Слід зазначити, що теорія груп, яка виникла в зв’язку із, здавалося б, суто 

алгебраїчною проблемою розв’язуваності рівнянь в радикалах, довгий час вважалась 
найбільш «чистою» математичною дисципліною, позбавленою будь-якої практичної 
цінності, проте сьогодні апарат теорії груп є одним з найширше застосовуваних не лише в 
різних розділах математики (геометрія, топологія), а й поза нею (кристалографія, теорія 
елементарних частинок).

Агрсгативно-ітеративні алгоритми для наближеного розв'язання 
рівняння лінійний рівнянь у банаховому просторі

Клюйник 1.1., Петрович Р. Й., 
Національний університет “Львівська політехніка”

Нехай А -  компактний оператор, який допускає спектральне представ
лення А = ! > , / > ,  де /і- € Л1 -  власні значення, Р, -  власні проектори оператора

І
А, причому справджуються нерівності

І//, І >  |/І2І > . . .>  \/і„\ > | / / т + , І К +)| <1.  (1)

Вважаємо, розв’язок лінійного рівняння
х = Ах + Ь (2)

де х, Ь є  Е, А: Е—>Е, Е -  простір Банаха, існує і єдиний.
Нехай задані <р, є £ ‘ , ч>,&Е, Я, єЛ ', Я, * 1 і=1,...ш і справджуються 

співвідношення (р,(¥ ,)-^п ■ Побудуємо проектори Ріх  = у/І(рі(х) і подамо

оператор А у вигляді А = А/ + А2, де А, = Запровадимо нові змінні

у1,у 2,...,ут- Позначимо через у  Є  Я'" вектор-стовпець (У\,У2.....УтТ ■
Позначимо через Ф : Е -»  /?"' лінійний компактний оператор, що переводить
довільний елемент г е £  в елемент и = (и1,...,ит)Т є/?"' за законом щ=<Рі(г),

і= І .....т. Рівняння (2 ) занурюємо у ширший простір И/ = £ ’хЛ т шляхом
приєднання рівняння

у  = Ау -  ФА2х  . (3)

де Л : Ят , А-(ііа%{Л |,...,Ат ). Побудуємо лінійний компактний оператор 

а : Я т —> Е , що переводить вектор и = (и1 ,...,ит У  в елемент г є £  за законом
т

2 = ^ а ,м ( , а: є Е ,  
і = і

і оператор а : Я —» /?т , для яких справджується Фа + а  =  Л .
Запровадимо до розгляду множину
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