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Завдання для самостійної роботи. Використовуючи закони Кірхгофа визначити значення 
постійних струмів / ,  , / 2 , / 3 в колі, зображеному на схемі, якщо /?, = І 0 м ,  Р.2 =  3 Ом, 

Л , =  ХОм, Е . = І В ,  Е ,  = 2  В.А КІ и?
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Псевдообернена матриця та її застосування

Тацій Р. М., Стасюк М. Ф. 
Львівський державний університет безпеки життєдіяльності

Вступ. Для квадратної неособливої матриці A, (det Л * 0 ) , як відомо [ і ] , існує обернена

матриця АГ . Якщо ж матриця А -  прямокутна або det А -  0 , то символ А~' не має сенсу. 
Однак, виявляється, що для довільної матриці А існує «псевдообернена» матриця А4 , що 
володіє деякими властивостями оберенної матриці і має важливі застосування в прикладних 
задачах.

В запропонованій статті відоме [і,2] поняття «псевдооберненої» матриці застосоване
до розв’язування лінійних алгебраїчних рівнянь та до проблеми розв’язальності двоточкових 
задач для систем лінійних диференціальних рівнянь.

Визначення псевдообернерої матриці було запропоноване на початку XX ст. американн- 
ським математиком та інформатиком Едвардом Муром. Згодом, незалежно від Е. Мура, в 
дещо іншій формі, псевдооберенна матриця визначалась і досліджувалась англійським ма­
тематиком Роджером Пенроузом та іншими авторами [1,2].

1. Скелетний розклад матриці.
Означення 1 .1. Зображення (т х п ) -  матриці А у вигляді добутку

А = В С  (1.1)
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( т х г )  -  матриці В рангу г та (г х п ) -  матриці С рангу г  називають скелетним
розкладом матриці А .

Зауважимо, що зображення (1.1) -  не «дине, оскільки, наприклад, матрицю В можна 
визначити за допомогою довільної системи /• лінійно незалежних стовпців матриці А . 
Зауваження 1.1. Якщо ранг ( т х п )  -  матриці А дорівнює числу її стовпців, то в 

скелетному розкладі (1.1) слід покласти В = А, С = Е ,  де £  -  одинична (и х я) -  матриця. 

Зауваження 1.2. Якщо ранг ( т х п )  -  матриці А дорівнює числу її рядків, то в скелетному 

розкладі (1.1) слід покласти С = А, В = Е , де Е  -одинична (т х т ) - матриця.

(2 0 0 О4!
,0  3 0 0

Приклад 1.1. Ранг матриці А - дорівнює 2, тобто числу її рядків. Тому

скелетнии розклад цієї матриці має вигляд

Ч :
'2  П

Приклад 1.2. Ранг матриці А=  0 1

о
має зображення

А =

2 0 0 0 

0 3 0 0
( 1.2)

дорівнює 2. Отже скелетний розклад матриці А

(1.3)
'2  Г

і о ї
0 1 •

1° 1)о, \  /

Приклад 1.3. Побудувати скелетний розклад матриці А =
2

-1
0

-1 0 
1 1 
1 2

Розв’язання. Легко переконатись,що гаіщА = 2 і стовпці (2 -1 0)г та (-1  1 1)г 
лінійко незалежні. Тому можна покласти, наприклад,

' 2 -1"|
В = -1  1 

0 1
Шукатимемо скелетний розклад матриці А у вигляді 

А =
" 2 - Г
-1  1 ( сч сіг сі32̂ |

, 0  1 .
ЧС21 С22 С2І )

де Ср -- невідомі елементи,які визначаються з матричної рівності:

' 2  - і 0' ^СІІ ~ С 2\ 2с, 2 ~ с 22 2с, з - с 23

-1 і 1 = —с,, + с21 —С,2 + с 22 ~ і̂з + С23

, 0 1 2. С 2\ С 22 С 23 >

Знаходимо: с ,,=1 , с12=0, с13 = 1, с2 |= 0 , си = 1, 

скелетних розкладів матриці А має зображення

= 2. Отже В  =
1 0 1 
0 1 2

і один ІЗ
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А =
' 2 - Г

1 1 V  0 ’ 11

ІО 1 2 )
і о  Ч

\  /
(1.4)

2. Псевдообернена матриця.

Означення 2.1. ( п х т )  -м атрицю  А ' називають псевдооберненою до (отхн)-м атриці А , 
якщо виконуються такі співвідношення:

А -А*- А = А, А* = и  ■ Ат = А г - V, (2.1)
де и  і К -д еяк і матриці.

Теорема 2.1. Для довільної (>п х п) -  ненульової матриці А існує єдина псевдообернена 

матриця А*.
Якщо ранг матриці А співпадає з числом її стовпців, то

А* = ( А т -а У ' - А т. (2.2)

Якщо ранг матриці А співпадає з числом її рядків, то

А* = А т - ( А-Ат)~' . (2.3)

В загальному випадку, якщо А = В С -  скелетний розклад матриці А , то

А* = С +-В* = С Т{ С- СТУ  \ В Т- В ] ' - В Т. (2.4)

Наслідок. Якщо А -неособлива квадратна матриця, то А* -  А"'.
Зауваження 2.1. З означення 2.1 випливає, що А* = 0 , як тільки А = 0 .
Зауваження 2.2. З формули (2.3) випливає, що рівність А* = и  -Ат виконується при

и  = с т- ( с - с г у '  •(в г - в у ’ • ( с - с г )“' с ,

а рівність А* = Ат -V виконується при

V = в  ■ ( в т ■ в ) '  ( с • с т)“' ■ ( в т ■ в ) “1 ■ в т.

Зауваження 2.3. Тут розглядаються дійсні матриці, хоча всі результати залишаються 
справедливими й у комплексному випадку.

(2  0 0 (А
Приклад 2.1. Для матриці А-

0 3 0 0
знайдемо

А' = А Т-( А-АТУ' =

(2  0 
0 З 
0 0 
0 0

_1_
36

'2 0' 18 0 '
0 3 (> ° ]

1 0 12
0 0 І0 *) ~ 36 0 0

,0 ,0 0 ,

2 0 0 0 
0 3 0 0

' 2 0'
-1

' 2 0^
0 3 0 3 Г4 ° т
0 0 0 0 І0 V

,0 0; ,0 Оу

0 -  
З

0 о 
о о
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Приклад 2.2. Для матриці А -
2 О  
0 1 
1 0

знайдемо

- ( а ' . а У

1 2 0 1
101 —2 5 П і  1 01 1013 5 -2

(2  О
0 1
1 0

1 (2  -2 2

2 0 1 
1 1 0

2 0 ! 
1 1 0

5 2 
2 2

2 0 1 
1 1 0

0,2  - 0,2  0,2 

0,3 0,5 -0 ,2

Приклад 2.3. Знайдемо псевдообернену матрицю для матриці А з прикладу 
риетавши її скелетний розклад (1.4). Оскільки

С С Т =
1 0 1 
0 1 2

С * = С Г( С С Т

Аналогічно

' і  0 '
( 2  2 )

0 1 = * ТО
1 2 5 І

1 2 \  /
\  /
'1 0" /  4-І ' 5 - 2 '

( 2  2 )  1
0 1 = - -2  2

1 2 5 і 6
,1 2/

\  /
, 1 2 ,

Вг В =
2 -1 0 
-1 1 1

' 2  -1 '
1 1

го1«/■>

— 1 1
І “ 3 3 )

К
\  /

В* = [ в т- в )  -Вт =\
-з з

2 -1  0 4) 1('3 0 З4)
1 1 1)  6^1 2 5)

Остаточно за формулою (2.4) отримуємо

А* =С* В* = —
' 5 -2^  
- 2  2

рз о
31 = і -

'13
-4

-4
4

5 '
4

36
. * 2 ) Ъ  2 5J 36

,5 4 із ,
3. Розв’язування систем лінійних рівнянь методом найменших квадратів.

Розглянемо довільну систему лінійних рівнянь
а,,*, +  аІ2х2+-- • +  аЬіл„ = ь„
а2І х, +  а22х 2 +  • • + « 2 Л ~-Ь2

.« „ і* +  ат2х 2 + ' ‘ +  ЯшЛ = ь„

В загальному випадку система (3.1) може бути й несумісною.

1.3, вико-

(3.1)
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Означення 3.І. Вектор Лг0=(а'і° х° ... х°) називається найкращим наближеним роз­

в'язком  системи (3.1), якщо при значеннях л-, =дг°, х2 =л-.° ха = х° квадратичне від-

(3.2)

X , для яких цедосягає свого найменшого значення і серед стовпців Х °  = (х, х 2

відхилення набуває найменшого значення, стовпець Х °  має мінімальну довжину, тобто 
величина

І * М Г- * = ІН (3.3)

набуває на векторі Х °  найменшого значення.
Зауваження 3.1. Система (3-і) може бути записана в еквівалентній матричній формі:

А Х  =Ь, (3.4)
де
А — ^Ну), і = 1,2,...,»і, у = 1,2,...,я, Ь =(6, Ьг ... Ьт) ' .

Означення 3.2. Вектор Х ° ,  як найкращий наближений розв’язок системи (3.1), 
називатимемо нормальним псевдорозв’язком  цієї системи.
Виявляється, що справедлива

Теорема 3.1. Нормальний псевдорозв’язок системи (3.4) має вигляд

X 0 = А* -Ь.
Приклад 3.1. Знайти нормальний псевдорозв’язок системи

(3.5)

Р озв’язання. Для матриці А-

обернена матриця має вигляд

1 0 0 ї ї  
0 1 0  1 
0 0 1 1

цієї системи, як легко перевірити, псевдо-

А* =

' З  -1 - Г  
1 -1 З - І  

-1 -1 З 
1 1 1

За формулою (3.5) знаходимо нормальний псевдорозв’язок

Х° -- А* -Ь ■■

'3  -1 - 0
' 4>

' 3 '
1 -1 3 -1 -5

-4
"  4 -1 -1 3 3

, 1 1 1 у
4 ;

V 1 ,
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4. Розв’язальиість крайових задач для систем лінійних диференціальних рівнянь.

Розглянемо систему диференціальних рівнянь

¥ '  =  А ( х) У  + Р ( х ) ,  л є[й ,6 ], (4.1),

де У (х)  -  и -вимірна вектор-функція, елементи матриці А( х)  і координати п -вимірного 

вектора /г (х) для спрощення вважатимемо неперервними на інтервалі [а ,6] функціями. 
Розглянемо оператор

і г * р Г ( а )+ЄГ(г>),

де Р  і(3 -  квадратні числові ( ихл )  -матриці. До системи (4 .І) додамо умови /

ЬУ = Т, (4.2)
де Г -  відомий (числовий) п -вимірний вектор.

Загальний розв’язок системи (4.1), як відомо, має вигляд

У(х)  = В{х , а ) - С + У’ (х),  (4.3)

де В(х , я)  -  матриця Коші відповідної однорідної системи У  = А(х)-У' ,  С -  довільний

сталий вектор; У’ (х )=  л 'є[а ,б ].

Покладемо

ьв = р+дв{ь,а).
Нехай 1*в -  псевдообернена матриця для Нагадаємо, що коли сЫ І в *  0,то 1’д =

Теорема 4.1. Розв’язок задачі (4.1),(4,2) існує тоді і тільки тоді, коли

( я - Л - і ; ) ( г - і Г )  =  о. (4 .4 )

Якщо ця умова виконується, то для єдності розв’язку необхідно і досить виконання умови
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Розв’язування деяких видів систем алгебраїчних рівнянь як засіб 
пропедевтики поняття рекурсії
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У вищих навчальних закладах актуальною є проблема професійної спрямованості 
дисциплін, які є непрофільними для студентів певної спеціальності. Характерним аспектом 
професійної спрямованості викладання непрофільних дисциплін є пропедевтика (або навіть 
формування) у студентів понять, що є важливими для їхньої майбутньої професії. Для май-
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